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Let k be a number field, Ok its ring of integers, 1 a nonabelian metacyclic group
of order lq, where l, q are prime numbers. Assume that k and the lq th cyclotomic
field of Q are linearly disjoint over Q. Let M be a maximal Ok-order in k[1]
containing Ok [1], Cl(M) its class group. We determine the set of elements of
Cl(M) which are realizable by some tamely ramified extensions with Galois groups
isomorphic to 1 using some Stickelberger elements, and we prove that it is a sub-
group of Cl(M).  1997 Academic Press
INTRODUCTION
Soient k un corps de nombres et Ok son anneau des entiers. Soient 1 un
groupe fini, Nk une extension galoisienne a groupe de Galois isomorphe
a 1, et ON son anneau des entiers. Soit M un ordre maximal de Ok dans
l’alge bre semi-simple k[1] contenant Ok [1]. Lorsque Nk est mode re-
ment ramifie e on peut associer a ON une classe, note e [ON], dans
Cl(Ok[1]), le groupe des classes de Ok [1], et par extension des scalaires
une classe, note e aussi [ON], dans Cl(M) le groupe des classes de M.
On de signe par R(Ok [1]) (resp. R(M)) l’ensemble des classes c de
Cl(Ok[1]) (resp. CL(M)) telle qu’il existe une extension Nk mode rement
ramifie e, a groupe de Galois isomorphe a 1, avec [ON] = c; on dira
que c est re alisable par l’extension Nk et R(Ok [1]) (resp. R(M)) est
l’ensemble des classes re alisables.
Lorsque 1 est abe lien et k un corps de nombres quelconque, McCulloh
[Mc] a de crit R(Ok [1]) en utilisant une ‘‘correspondance de Stickel-
berger,’’ ce qui lui a permis de montrer que R(Ok [1]) est un sous-groupe
de Cl(Ok [1]).
Dans cet article, on s’inte resse au cas non abe lien. On se place dans la
situation suivante: 1 est un groupe me tacyclique d’ordre lq, ou l et q sont
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deux nombres premiers, et k est line airement disjoint de Q(!l , !q),
ou !l (resp. !q) est une racine primitive l ie me (resp. q ie me) de l’unite . Le
re sultat principal est la description de R(M) a l’aide de deux ide aux de
Stickelberger et on montre que R(M) est un sous-groupe de CL(M).
I. E NONCE DU RE SULTAT PRINCIPAL
Un groupe me tacyclique 1 non abe lien d’ordre lq posse de la structure
suivante: il est engendre par deux e le ments _ et {, _ est un ge ne rateur d’un
sous-groupe distingue de 1, note Cl , d’ordre l, et { d’un sous-groupe de 1
d’ordre q, note Cq ; on a en plus la relation: {_{&1=_r, ou r est un entier
ve rifiant les conditions suivantes: 1<rl&1 et rq#1(l), un tel groupe
n’est donc de fini que si l#1(q), et il est le produit semi direct de Cq par
Cl . On de signe par K le sous-corps de k(!l) tel que le degre de l’extension
k(!l)K est e gal a q. La de composition de l’alge re semi-simple k[1] en un
produit d’alge res simples est la suivante: [cf. [Y]] k[1]&k_k(!q)_
Mq (K); ou Mq (K) est l’anneau des matrices d’ordre q a coefficients dans K.
Soit M un ordre maximal de Ok dans k[1] contenant Ok [1]. Il est
clair que le complete d’une composante simple de k[1] a une e ventuelle
place re elle ne peut-e^tre isomorphe a une alge bre de matrices sur le corps
de quaternions sur R. On a donc:
Cl(M)&Cl(k)_Cl(k(!q))_Cl(K);
ou Cl(k), Cl(k(!q)) et Cl(K) de signent les groupes des classes respectifs
des ide aux fractionnaires de k, k(!q) et K.
L’extension k(!l)k (resp. k(!q)k) est galoisienne et son groupe de
Galois, note Sl (resp. Sq), est isomorphe par restriction a celui de Q(!l)Q
(resp. Q(!q)Q); les e le ments de Sl (resp. Sq) sont les e le ments si (resp. si$),
1il&1 (resp. 1iq&1), de finis par: si (!l)=!il (resp. si$(!q)=!
i
q).
Soit %l (resp. %q) l’e le ment de Stickelberger de fini par %l=l&1i=1 is
&1
i (resp.
%q=q&1i=1 isi$
&1). On appelle ide al de Stickelberger associe a l (resp. q)
l’ide al Sl (resp. Sq) de Z[Sl] (resp. Z[Sq]) de fini par:
Sl=
1
l
%l Z[Sl] & Z[Sl]
et
Sq=
1
q
%q Z[Sq] & Z[Sq].
On appellera e le ment de Stickelberger tout e le ment de Sl ou Sq .
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On munit le groupe Ik(!q) des ide aux fractionnaires de k(!q) de la struc-
ture de Z[Sq] module de finie par: pour tout I # Ik(!q) , on pose
\ :
q&1
i=1
ai si$+ I= ‘
q&1
i=1
si$(I)ai,
ce qui donne une structure de Z[Sq]-module sur Cl(k(!q)).
L’extension Kk e tant galoisienne, le groupe Sl ope re, par restriction, sur
IK le groupe des ide aux fractionnaires de K d’une manie re analogue a
ci-dessus, ce qui donne aussi une structure de Z[Sl] module sur Cl(K).
Le principal re sultat est le the ore me suivant:
The ore me. Notons SqCl(k(!q)) (resp. SlCl(K)) le sous groupe de
Cl(k(!q)) (resp. Cl(K)) engendre par les e le ments de la form AX, A # Sq
(resp. Sl) et X # Cl(k(!q)) (resp. Cl(K)). Alors, R(M) est un groupe
isomorphe au groupe produit: SqCl(k(!q))_SlCl(K).
II. DESCRIPTION D’UN REPRE SENTANT DE ON DANS Cl(M).
Soit R1 le groupe abe lien libre engendre par les caracte res absolument
irre ductibles de 1. Le groupe 1 e tant le produit semi-direct d’un sous-
groupe Cq d’ordre q par un sous-groupe Cl distingue d’ordre l, il posse de
donc (cf. [S, Chap. II, Sect. 8]) trois classes de conjugaisons de caracte res
absolument irre ductibles dont les repre sentants sont les suivants:
(a) /0 est le caracte re trivial de 1.
(b) /1 est un caracte re non trivial, de degre 1, dont le noyau est Cl .
(c) /2 est un caracte re de degre q, qui est induit par un caracte re non
trivial . de Cl , de degre 1, i.e. /2=Ind1Cl ..
Soient k une clo^ture alge brique de k, 0k=Gal(k k), J(k ) le groupe des
ide les de k . On de signe par U(k ) les ide les de J(k ) qui sont des unite s aux
places finies et k *=k &[0]. D’apre s les travaux de Fro hlich ([F, 1]) on a:
Cl(M)&
Hom0k (R1 , J(k ))
Hom0k (R1 , k *)_Hom0k (R1 , U(k ))
.
De finition des re solvantes de Lagrange (cf. [F, 1]):
Soit EF une extension galoisienne de degre fini, de groupe de Galois
isomorphe a 1, B une F-alge bre commutative; EF B est un B[1]-module
libre de rang 1.
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De finition 2.1. Soit a une base du B[1]-module EF B, T une
repre sentation de 1  GLn (k ) de caracte re /. On appelle re solvante de
Lagrange de a et de / l’e le ment<a, />de fini par:
(a, /) =Det \ :# # 1 #(a) T(#
&1)+
ou Det de signe le de terminant.
Remarques. (a) Soit ? un isomorphisme de Gal(EF) dans 1, #(a)
veut dire ?&1(#)(a).
(b) Lorsque l’on veut pre ciser d’avantage, on e crit (a, /)EF au lieu
de (a, /).
Notations. Dans la suite p de signe un idea l premier quelconque de Ok ,
kp (resp. Ok, p) la comple tion de k (resp. Ok) en p. Si L est un corps de
nombres contenant k et OL son anneau des entiers, on notera:
Lp=Lk kp et OL, p=OLOk Ok, p .
The ore me 2.2 (cf. [F, 1]). Soit Nk une extension galoisienne mode re -
ment ramifie e et a groupe de Galois isomorphe a 1. Soit a une base du
k[1]-module N. Pour tout ide al premier p de Ok , soit :p une base du
Ok, p [1]-module ON, p . Alors, un repre sentant de [ON] dans Cl(M) est
l'application f de finie par:
f (/)=\(:p , /)(a, /) + .
Dans ce qui suit, on va de terminer un e le ment g de Hom0k (R1 , J(k ))
qui repre sente ON dans Cl(M), en donnant les valeurs qu’il prend en /0 ,
/1 , et /2 . Les notations a et :p sont celles du the ore me.
Il est clair que (:p , /0) =TrNpkp (:p) et que (a, /0) =TrNk (a) (ou Tr
de signe la trace). On peut supposer que TrNk (a)=1 (prendre aTrNk (a)
sinon). Comme :p est une base normale d’entiers, TrNpkp (:p) est une unite
de Ok, p , et on peut choisir :p de telle sorte que TrNpkp (:p)=1. On pose
alors g(/0)p=1.
La restriction de /1 a Cq de finit un caracte re de degre 1 de Cq non trivial
qu’on note /1 . Les e galite s suivantes de coulent facilement de la de finition
des re solvantes de Lagrange, ou k$ est le sous corps de N invariant par Cl :
(:p , /1) =(TrNpk$p(:p), /1) k$k (2.1)
(a, /1) =(TrNk$(a), /1) k$k . (2.2)
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Signalons que TrNpk$p(:p) et TrNk$ (a) sont des bases respectives du
Ok, p [Cq]-module Ok$, p et du k[Cq]-module k$.
On pose
g(/1)p=
(TrNpk$p(:p), /1) k$k
(TrNk$ (a), /1) k$k
. (2.3)
Un the ore me de Fro hlich (cf. [F, 2, The ore me 12]), donne le lien entre
la re solvante d’un caracte re d’un sous-groupe de 1 et la re solvante de
l’induction de ce me^me caracte re a 1. Dans notre situation, ou l’on a pose
/2=Ind1Cl . on a:
Soit b et bp des bases respectives du k$[Cl]-module N et du Ok$, p[Cl]-
module ON, p . Il existe * et *p des e le ments inversibles respectifs des
anneaux k[Cl] et Ok, p[Cl] tels que:
(a, /2) .(*)=Nk$k [(b, .) Nk$] e(k$k) (2.4)
et
(:p , /2) .(*p)=Nk$k [(bp , .) Nk$] e(k$pkp);
ou l’on a prolonge . par line arite a kp [Cl], e(k$k)2 et e(k$pkp)2 sont les
discriminants respectifs de k$k et k$pkp , et
Nk$k (x, .)= ‘
# # Gal(k$k)
#(x, #&1.) ;
dans notre situation Nk$k (x, .)=># # Gal(k$k) #(x, .) car Gal(k$k) laisse
invariant !l . Les e galite s (2.4) entrainent:
(:p , /2)
(a, /2)
=.(*)&1 .(*p) }
e(k$pkp)
e(k$k)
Nk$k _(bp , .) Nk$(b, .) Nk$ & .
On pose
g(/2)p=Nk$k _(bp , .)Nk$(b, .) Nk$ & . (2.5)
D’une part, l’application de finie sur R1 et a valeurs dans k * qui a /0 et
/1 associe 1, et qui a /2 associe .(*), est un e le ment de Hom0k (R1 , k *).
D’autre part, comme e(k$k)=>p e(k$pkp), l’e le ment e(k$pkp)e(k$k) est
une unite locale en p, et l’application de finie sur R1 et a valeurs dans U(k )
qui a /0 et /1 associe 1 et a /2 associe .(*p)=e(k$pkp)e(k$k) appartient
a Hom0k (R1 , U(k )). En re sume , on a donc la proposition suivante:
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Proposition 2.3. Sous les hypothe ses et les notations de finies ci-dessus,
on a: Soit g l'e le ment de Hom0k (R1 , J(k )) de fini par: pour tout ide al
premier p de Ok ,
g(/0)p=1, g(/1)p=
(TrNpk$p(:p), /1) k$k
(TrNk$ (a), /1) k$k
g(/2)p=Nk$k
(bp , .) Nk$
(b, .) Nk$
.
Alors, la classe de ON dans Cl(M) est e gale a la classe de g dans Cl(M).
On va maintenant de terminer effectivement des ide aux fractionnaires
respectifs de Ok , Ok(!q) , et OK qui repre sentent ON dans Cl(k)_
Cl(k(!q))_Cl(K), gra^ce a la proposition ci-dessus, et a [SO].
Soit { un prolongement de { a k$(!l), on note k$r le sous corps de k$(!l)
fixe par { sr . Soit M un sous corps de N de degre l sur k, d’apre s [P] on
peut choisir b # M. On a la de composition d’une manie re unique suivante
(cf. [SO, the ore me 5.2]; les re sultats de la section 5 sont encore vrais si l’on
remplace Q par un corps line airement, disjoint de Q(!l) sur Q):
(TrNk$ (a), /1) qk$k Ok(!q)=I(/1)
q %q J(/1),
(b, .) lNk$ Ok$r=I(.)
l %l J(.),
ou I(/1) (resp. I(.)) est un ide al fractionnaire de k(!q) (resp. k$r), et J(/1)
(resp. J(.)) est un ide al entier de k(!q) (resp. k$r), sans facteur carre et tel
que les ide aux si$(J(/1)) (resp. si (J(.)), 1iq&1 (resp. 1il&1),
soient premiers entre eux deux a deux.
Proposition 2.4. La classe de ON dans Cl(M) est repre sente e par:
(i) La classe triviale dans Cl(k).
(ii) La classe de I(/1)&1 dans Cl(k(!q)).
(iii) La classe de Nk$rK (I(.)
&1) dans Cl(K); ou Nk$rK de signe la
norme dans k$r K.
De monstration. Il est e vident que la classe de ON est repre sente e par la
classe triviale dans Cl(k), d’apre s la proposition 2.3, d’ou (i).
Les extensions Nk$ et k$k sont mode re ment ramifie es car Nk est
mode re ment ramifie e.
Soit M1 (resp. M2) l’ordre maximal de Ok (resp. Ok$) dans k[Cq] (resp.
k$[Cl]) contenant Ok[Cq] (resp. Ok$ [Cl]). Il est clair que l’e le ment g1 de
Hom0k (RCq , J(k )), ou RCq est le groupe des caracte res virtuels de Cq , qui
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au caracte re trivial de Cq associe 1 et a /1 associe g1(/1)=g(/1), est un
repre sentant de Ok$ dans le groupe des classes de M1 , Cl(M1), qui est
isomorphe a Cl(k)_Cl(k(!q)); d’apre s le the ore me 2.3 de [SO] la classe
de Ok$ dans Cl(k(!q)) est e gale a la classe de I(/1)&1, mais la classe de Ok$
dans Cl(k(!q)) est e gale a la classe de ON dans Cl(k(!q)) d’apre s la
proposition 2.3 d’ou (ii).
Soit, maintenant, g2 l’e le ment de Hom0k$ (RCl , J(k )), ou 0k$=Gal(k k$)
et RCl le groupe des caracte res virtuels de Cl , qui au caracte re trivial de Cl
fait correspondre 1 et a . fait correspondre g2(.) de fini par: pour tout
ide al premier p de Ok , g2(.)p=(bp , .)(b, .) ; g2 est un repre sentant de
ON dans le groupe des classes de M2 . D’apre s [P], on peut choisir b # M
et bp # Mp ou M est le sous corps de N fixe par {. On ve rifie facilement les
proprie te s suivantes:
{(bp , .)=({(bp), .r*) et {(b, .)=({(b), .r*) ,
ou r* est l’inverse de r modulo l,
sr (bp , .)=(bp , .r) et sr (b, .)=(b, .r) ,
_(bp , .)=.(_)(bp , .) et _(b, .)=.(_)(b, .).
Mais { laisse fixe Mp , on en de duit que g2(.)p # k$r, p . Le the ore me 5.2
de [SO] nous permet de dire qu’a g2(.) correspond la classe de l’ide al
I(.)&1 dans Cl(k$r). Comme Gal(k$r K) est isomorphe a Gal(k$k) on a
Nk$k (I(.)&1)=Nk$rK (I(.)
&1) qui est donc un repre sentant de la classe de
ON , en tant que Ok [1]-module, dans Cl(K), d’ou (iii).
III. DE MONSTRATION DU RE SULTAT PRINCIPAL
La proposition 2.4, nous permet d’identifier R(M) avec un sous
ensemble de Cl(k(!q))_Cl(K). Pour la de monstration du re sultat prin-
cipal, on proce dera par double inclusion et on utilisera des re sultats de
[SO].
Proposition 3.1. On a:
R(M)/SqCl(k(!q))_SlCl(K).
De monstration. Les notations sont celles de la proposition 2.4. D’apre s
[SO, The ore me 2.3 et The ore me 5.2], la classe de I(/1)&1 appartient a
Sq Cl(k(!q)), et la classe de I(.)&1 appartient a SlCl(k$r) et donc
Nk$rK (I(.)
&1) # Sl Cl(K); d’ou la proposition.
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Proposition 3.2. On a:
R(M)#SqCl(k(!q))_SlCl(K).
On a besoin du lemme suivant (cf. [W, The ore me 10.1]):
Lemme 3.3. Soit L$L une extension de corps de nombres telle qu'il existe
une place de L totalement ramifie e dans L$. Alors, la norme dans L$L induit
un homomorphisme surjectif du groupe des classes des ide aux de L$ dans le
groupe des classes des ide aux de L.
De monstration de la proposition 3.2. Soit (X, Y) # SqCl(k(!q))_
Sl Cl(K). On conside re tout d’abord X. D’ apre s le the ore me 2.4 de [SO],
il existe une extension galoisienne k$k, a groupe de Galois isomorphe a Cq
mode re ment ramifie e, de degre q, telle que la classe de Ok$ l’anneau des
entiers de k$, dans Cl(k(!q)) qui est l’une des deux composantes de l’ordre
maximal de Ok dans k[Cq] contenant Ok[Cq], est e gale a X. De plus [SO,
Lemme 3.4], on peut supposer que k$k est ramifie e au moins en une place
finie.
On adjoint !l a k$. On note { un ge ne rateur de Gal(k$k) et { un
prolongement de { a k$(!l). On note s r un prolongement de sr #
Gal(k(!l)k) a k$(!l), ou r est un entier ve rifiant 1<r<l et rq#1(l). On
de signe par k$r le sous corps de k$(!l) invariant par { s r . On conside re main-
tenant Y. On va montrer que Nk$rK induit un homomorphisme surjectif de
Sl Cl(k$r) sur Sl Cl(K), et donc il existe Z # SlCl(k$r) tel que Y=Nk$rK (Z).
En effet: On ve rifie sans peine que k$(!l)k$r est non ramifie e en dehors des
places finies diffe rentes de l. Comme la seule place qui se ramifie dans Kk
est l, k$k est ramifie e au moins en une place, de plus k$r K est galoisienne
de degre q, on a donc: k$r K est totalement ramifie e au moins en une place
finie de K. On conclut gra^ce au lemme 3.3 et au fait que { commute avec
les e le ments de Sl ((Gal(k$r K)&({ ) ).
On conside re enfin Z. Soit I un ideal de k$r qui repre sente Z. Le the ore me
5.2 de [SO], nous affirme l’existence d’une extension Nk$, galoisienne a
groupe de Galois isomorphe a Cl , mode re ment ramifie e, telle que Nk est
galoisienne a groupe de Galois isomorphe a 1, et est mode re ment ramifie e
car Nk$ et k$k le sont, et dont la classe de ON l’anneau d’entiers de N, en
tant que Ok$ [Cl]-module, est e gale a Cl(IOk$(!l)), ou Ok$(!l) est l’anneau des
entiers de k$(!l) . La proposition 2.4 nous dit que la classe de ON , en tant que
Ok [1]-module, dans Cl(K) est e gale a Nk$rK Cl(I)=Nk$rK (Z)=Y.
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